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Für eine gegebene Kripke-Struktur M = (S, R, L) und eine
gegebene temporal-logische Formel f ist zu berechnen:

{s ∈ S | M, s |= f}

M ist hier als Graph explizit gegeben.

Algorithmus für CTL-Formeln f.

Kapitel 2: Algorithmen für CTL und LTL
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Algorithmus für CTL-Formeln f.

Erweitere L(s) für alle s ∈ S schrittweise zu label(s), die
Menge der Teilformeln von f , die in s wahr sind.

in Schritt i: alle Teilformeln mit i − 1 geschachtelten
CTL-Operatoren sind behandelt.

also: Rekursion über Schachtelungstiefe mit 6 Fällen:

Clarke

Welche Basisformeln von CTL wählen?

EX
EU
EG

Bérard et al
EX
EU
AU

Huth & Ryan
EX
EU
AF

EG

Gopalakrishnan
EX, AX
AU
AF



Model Checking -  Kapitel 2 3

s1 s2

s3

a

bf = EX(a ∨¬b)

1. f atomar:
für Zustände s mit f ∈ L(s) setzte f ∈ label(s).
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1. f atomar:
für Zustände s mit f ∈ L(s) setzte f ∈ label(s).

2. f = ¬f1:
für Zustände s mit f1 !∈ label(s) setzte ¬f1 ∈ label(s).

¬b

s1 s2

s3

a

bf = EX(a ∨¬b)

¬b



Model Checking -  Kapitel 2 5

1. f atomar:
für Zustände s mit f ∈ L(s) setzte f ∈ label(s).

2. f = ¬f1:
für Zustände s mit f1 !∈ label(s) setzte ¬f1 ∈ label(s).

3. f = f1 ∨ f2:
für Zustände s mit f1 ∈ label(s) oder f2 ∈ label(s)
setzte f ∈ label(s).

a ∨¬b
¬b

s1 s2

s3

a

bf = EX(a ∨¬b)

¬b
a ∨¬b
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4. f = EXf1:
für Zustände s mit R(s, t) und f1 ∈ label(t) setzte
f ∈ label(s).

s t

f1EXf1

EX(a ∨¬b)

a ∨¬b

a ∨¬b

s1 s2

s3

a

bf = EX(a ∨¬b)

¬b

¬b

EX(a ∨¬b)
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5. f = E[f1Uf2]:

s
1

s
2

s
3

a

b

f = E(b U EX(a ∨¬b))

EX(a ∨¬b)

s
4

s
5

b

b
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5. f = E[f1Uf2]:
für Zustände s mit f2 ∈ label(s) setzte f ∈ label(s);
für Zustände t mit R(t, s) und f1 ∈ label(s) setze f ∈
label(t);

t s

f1 f2

E[f1Uf2] E[f1Uf2]
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5. f = E[f1Uf2]:
für Zustände s mit f2 ∈ label(s) setzte f ∈ label(s);
für Zustände t mit R(t, s) und f1 ∈ label(s) setze f ∈
label(t);

fahre schrittweise in Gegenrichtung der Transitionen
fort und setze f ∈ label(s), falls es einen Pfad von s
zu einem s′ mit f2 ∈ label(s′) gibt, auf dem für alle
Zustände t davor f1 ∈ label(t) gilt. Siehe Algorithmus
5.5.

t s

f1 f2f1f1

E[f1Uf2]E[f1Uf2] E[f1Uf2] E[f1Uf2]
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f = E(b U EX(a ∨¬b))

f = E(b U EX(a ∨¬b))

f = E(b U EX(a ∨¬b))

f = E(b U EX(a ∨¬b))

s
1

s
2

s
3

a

b

f = E(b U EX(a ∨¬b))

EX(a ∨¬b)

s
4

s
5

b

b
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Algorithmus 5.5 Auszeichnen mit E(f1Uf2)

PROCEDURE CheckEU(f1, f2)
T := {s | f2 ∈ label(s)};
FOR ALL s ∈ T DO label(s) := label(s) ∪ {E[f1Uf2]};
WHILE T #= ∅ DO

CHOOSE s ∈ T ;
T := T\{s};
FOR ALL t SUCH THAT R(t, s) DO

IF E[f1Uf2] #∈ label(t) AND f1 ∈ label(t) THEN
label(t) := label(t) ∪ {E[f1Uf2]};
T := T ∪ {t};

END IF ;
END FOR ALL ;

END WHILE ;
END PROCEDURE ;
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Definition 5.37 Sei G = (K, R) ein gerichteter Graph,
d.h.: R ⊆ K × K:

a) A ⊆ K heißt Zusammenhangskomponente, falls:
∀a, a′ ∈ A : aR∗a′.

b) Sie heißt strenge Zusammenhangskomponente (SZK)
(strongly connected component: SZK), falls sie maxi-
mal ist, d.h.: ¬∃k ∈ K\A .∀a ∈ A : kR∗a ∧ aR∗k.

c) Sie heißt nichttriviale Zusammenhangskomponente,
falls: |A| > 1 oder ∃a ∈ A . aR+a.

EG f    ??
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f

EG f    ??

ff
f f

f
f

f f

f f
f

f ××
×

× ×

×
× ×

 SZK
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f

EG f    ??

ff
f f

f
f

f f

f

f
f

f

SZK

nichttriviale
SZK

triviale
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Nun betrachten wir wieder die Formel: f = EGf1:
Aus M = (S, R, L) konstruiere M ′ = (S′, R′, L′) mit:

S′ = {s ∈ S |M, s |= f1}

R′ = R|S′×S′

L′ = L|S′

d.h. die
”
Einschränkung” von M , in der f1 gilt.
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Lemma 5.38 M, s |= EGf1 gdw.

s
f1

SZK1 SZK2
SZK3

Abbildung 5.17: Strenge Zusammenhangskomponenten mit
f1

1. s ∈ S′

2. Es gibt einen Pfad in M ′, der von s zu einer nicht-
trivialen starken Zusamenhangskomponente in (S′, R′)
führt.
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1. Konstruiere M ′ = (S′, R′, L′)

2. Konstruiere alle SZK von M ′. (Algorithmus von Tar-
jan mit O(|S′| + |R′|) Zeitkomplexität).

3. Finde Zustände in nichttrivialen SZK.

4. Suche von diesen rückwärts alle Zustände die dorthin
führen.

insgesamt: O(|S| + |R|). Siehe Algorithmus 5.6.

Daraus Algorithmus zur Entscheidung von EGf1:
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Algorithmus 5.6 Auszeichnen mit EGf1

PROCEDURE CheckEGf1

S′ := {s | f1 ∈ label(s)};
SCC := {C |C a nontrivial SCC of S′};
T :=

⋃
C∈SCC{s | s ∈ C};

FOR ALL s ∈ T DO label(s) := label(s) ∪ {EGf1};
WHILE T #= ∅ DO

CHOOSE s ∈ T ;
T := T\{s};
FOR ALL t SUCH THAT t ∈ S′ AND R(t, s) DO

IF EGf1 #∈ label(t) THEN
label(t) := label(t) ∪ {EGf1};
T := T ∪ {t};

END IF ;
END FOR ALL ;

END WHILE ;
END PROCEDURE ;
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Satz 5.39 Es gibt einen Algorithmus, der für eine Struktur
M = (S, R, L) und eine Formel f ∈ CTL in O(|f | · (|S| +
|R|)) Zeitkomplexität entscheidet, ob f für M gilt.

Beweis:

Wende obiges Verfahren auf die Atome von f an und fahre
induktiv fort mit den Teilformeln von f , aufsteigend mit
deren Schachtelung. !
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oven
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cook

start

cooking

warmup

reset
close
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close
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done

¬Start
¬Close
¬Heat
¬Error

  Start
¬Close
¬Heat
 Error

¬Start
Close

¬Heat
¬Error

¬Start
 Close
 Heat
¬Error

  Start
 Close
¬Heat
 Error

  Start
 Close
¬Heat
¬Error

  Start
 Close
 Heat
¬Error

f = AG(Start → AF Heat)

Es gilt immer: nach einem Zustand mit
”
Start” wird später

ein Zustand mit
”
Heat” erreicht.

Beispiel:
Mikrowe#enofen
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f = AG(Start → AF Heat)

¬EF (Start ∧ EG¬Heat)
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Umschreibung von f :

AGf = ¬EF (¬f)

= ¬EF (¬(¬Start ∨ AF Heat))

= ¬EF (Start ∧ ¬AF Heat) (AFf = ¬EG(¬f))

= ¬EF (Start ∧ EG¬Heat) (EFf ≡ E[TrueUf ])

f = AG(Start → AF Heat)

1 1

1f
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SZK für S(¬Heat)

S(¬Heat) = {1, 2, 3, 5, 6}

¬EF (Start ∧ EG¬Heat)
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Durchschnitt??

S(Start) = {2, 5, 6, 7}
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S(EF (Start ∧ EG¬Heat)) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

S(¬EF (Start ∧ EG¬Heat)) = ∅

Durchschnitt??
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¬Start
 Close
 Heat
¬Error
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 Error
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  Start
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f = AG(Start → AF Heat)

Es gilt immer: nach einem Zustand mit
”
Start” wird später

ein Zustand mit
”
Heat” erreicht.

Was wurde
bewiesen?

¬EF (Start ∧ EG¬Heat)

S(¬EF (Start ∧ EG¬Heat)) = ∅

gilt nicht!

Gegenbeispiel:

1, 3, 1, (2,5)ω
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q |= A(fUg) :⇔

a) q |= g ∨

b1) q |= f ∧

b2) ∃q′ : (q, q′) ∈ R ∧

b3) ∀q′ : (q, q′) ∈ R ⇒ q′ |= A(fUg)

g

f

A(fUg)

A(fUg)

A(fUg)

h = A(fUg)

h = A(fUg)
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g

f

A(fUg)

A(fUg)

A(fUg)

EGf ⇔ EG¬¬f ⇔ ¬AF¬f ⇔ ¬A(true U¬f)
h = A(true U¬f)

h

h

h

f f f

f

f

f

f

f

f

f

¬f

¬f

¬f

¬f
h

h

h

h

h = A(fUg)

h = A(fUg)
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Huth & Ryan
EX
EU
AF

EG
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Huth & Ryan
EX
EU
AF

EG



Model Checking -  Kapitel 2

f
f f

f
f

36

Huth & Ryan
EX
EU
AF

EG

32

f f f

f

f

f

f

f

f

f



Model Checking -  Kapitel 2

f
f f

f
f

3732

Huth & Ryan
EX
EU
AF

EG
f f f

f

f

f

f

f

f

f

EG fEG f

EG f

EG f

EG f

EG f
EG f

EG f

EG f

EG f

EG f

EG fEG fEG f


